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1. Trigonometria

cos(—z) = cosx

sin(—z) = —sinz
tan(—z) = —tanx
cot(—x) = —cotx

sin (a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos (a+b) = cosacosb—sinbsina
tana + tan b

t b)y=—mHF —
an (@ +b) 1 —tanatanb

sin2a = 2sinacosa

cos2a = cos’a —sin?a =2cos’a —1=1—2sin’a

. 2tana
sm?azi2
1+ tan®a
1 —tan?a
cos2a = ———5—
1+tan“a

2tana
tan2q = ———
1 —tan“a

1

sina = = (1 — cos 2a)
1

cosa =g (1 + cos 2a)

t4q pP—q
cos ——
2

sinp + sing = QSinp

ptq p
COS

q

cosp + cos q = 2 cos 3
+q . p—q
sin ——

. o p
sinp — sinq = 2 cos

2
pt+q . P—q
sin —

cosp — cosq = —2sin

Moivre:
(cosz +isinz)" = cosnz + isinnx
(cosz —isinz)" = cosnz — isinnz

Euler:



2. Funciones hiperbdlicas

et +e*
cosher = ———
2
T —T
. et —e
sinhy = ———
2
sinh x et —e * e —1
tanh x = = =

coshx e*+e* 241
coshz + sinhx = €
coshxz —sinhxz =¢™*

cosh? z — sinh?z = 1
(coshz + sinh z)" = cosh nx + sinh nx

(coshz — sinh z)" = cosh nx — sinh nx

cosh(a + b) = cosha cosh b + sinh asinh b
sinh(a + b) = sinh a cosh b + cosh asinh b
tanh a + tanh b

1+ tanhatanhb

sinh 2a = 2sinh acosha

tanh(a 4+ b) =

cosh2a = cosh? a + sinh® @ = 2cosh?a — 1 = 1 + 2sinh? a

sinh 2a = Qtanhc;
1 —tanh“a
1 + tanh®
cosh2a:ana
1 —tanh“a
2 tanh
tanhZa:tainz
1+ tanh“a
argsinhx:ln(m—i— 332—1—1) xeR
argcosh z = In (x + V- 1) x>1
1.1
argtanhz = —In T —-l<z<+1
2 1—-=x



3. Calculo diferencial

3.1. Derivadas

Y Y Y y
& (O[ c R*) nznfl eme me™®
1 1 . .
— -— a® a®lna
T T
1 1
T — In |z —
Ve 2z u z
CcoS T —sinx cosh x sinh x
sin Ccos T sinh x cosh x
1 1
tan x 3 tanh x 5
cos? x cosh” z
1 1
cotx —— cothz —
sin“ x sinh” x
-1 L 1
arc cos x _— argcosh x
V1—22 8 2 —1
. 1 - 1
arcsin x —_ argsinh x
v1—22 & 2 +1
t 1 tanh 1
arctan x argtanh x
1+ 22 & 1— 22
1 1
72:1+tan2:v — =1+cot’x
cos? x sin” x
1 1
72:1—tanh2x ﬁ:—l—i—coth
cosh” sinh” x



3.2. Primitivas

f(@) JECLE @ [r@

zntl 1
@ cR -1 _ tan —
2 (a S 1) n+1 1+ cosx an2
1 1 1 ¢
il _= - cot =
x2 T 1—cosz 2
1 1
- 2 mx ___,mx
= NI e —e
1
- In |z| Inx xlnz —x
T
cos & sin coshx sinh x
1 . .
cos(wz + @) — sin(wz + @) sinh z cosh z
w
sin z —cosx tanh In(cosh )
. 1 .
sin(wz + ¢) —— cos(wz + @) cothz In |sinh x|
w
1
tan —In |cos z| — tanh
cosh”
. 1
cot x In |sin z| — —cothz
sinh” z
1 1
_— tan - In ’tanh E‘
cos? x sinh x 2
1 1
— cot 2 t x
7. cot x p— arctan(e®)
1 1 ‘t (x n 7'(')‘ 1 tanh T
nltan ( = + — _— anh —
cos 2 4 1+ coshz 2
1 1
- In ‘tan E‘ —_— coth z
sin x 2 1 — coshz 2
2 1 2
— =1+4+tan“z —— =1+cot"x
cos? x sin” x
L 1 — tanh? 1 1+ cot?
———— =1—tanh“z —_— = — cot” x
cosh? z sinh? x

2 arctan(e”) = 2 arctan (tanh g) = arctan(sinh )



4. Calculo vectorial

Bases ortonormales.

4.1. Producto escalar

Definicién:
a - b =|a||b|cos(ab) = a1b1 + azbs + asbs
Propiedades:
a-b=b-a
a-(b+c)=a-b+a-c
a-a>0

4.2. Producto vectorial

Definicién:
i J k 0 —as a2 b1 a2b3 - a3b2
axb= a); a2 az| = as 0 —a b2 = a3b1 — CL1b3
bl b2 bg —a9 aq 0 b3 albg — a2b1
Propiedades:
axb=-bxa

ax(b+ec)=axbt+axc

axXa=o

4.3. Producto mixto

a-bxe=axb-c
=c-axb

=b-ecxa

4.4. Doble producto vectorial

S
|
—~
S|
<
=z
o

ax(bxe)=(c-a)
(axb)xc=(c-a)b—(b-c)a



5. Cinematica

5.1. Cinematica del solido

El sistema de ejes (O, z,y, z) va ligado al sélido; O es un punto del sélido.
El sistema de ejes absoluto es (O1,x1,y1,21). La velocidad angular del sélido es
w, y su aceleracién angular es .

— —
posicién: O1P=0,0+zi+yj+zk
velocidad: vl =09 4w x 0—1)3
i P o — —
aceleracion: a" =a” +axOP+wx (w X OP)
o — — =
=a +a><OP+(w-OP)w—wOP

La aceleraciéon angular a se puede obtener como derivada de w en ejes ab-
solutos o relativos indistintamente:

d—w*d—w—i—wxw*d—w
), \dt), - \dt ),

5.2. Composicion de movimientos

Sean los sistemas de referencia Sy (O, x1, y1, 21) (absoluto), So(O, z,y, z) (re-
lativo) v So(Oaq, 2, Y2, 22). Se estudia el moviento de Sy respecto a Sy, expresado
en el sistema de referencia S.

Derivacién de un vector:

dq\  (dq

(dt>1_<dt)0+w01xq

d2 d2 . d
<dt3>1 - (dtg>0+w01 X g+ wor X (wor X ) + 2wor X (‘;t])o

Composicién de velocidades:
M o) M YV
V5] = Vg + Uy + wo1 X OM
_ .M M
= vy + Vo1
w21 = Wz + wWot
Composicién de aceleraciones:
M o) M YV; At M
ay; = ag +ayy + ol X OM + wp; X (w01 X OM) + 2wp1 X vy
M M M
= ay + ag; + 2wp1 X vy

Q21 = Qg0 + Qo1 + W1 X W0



6. Dinamica

6.1. Ecuaciones generales

Sobre una particula:

F,+F.= % (mv)

donde F'; y F, son las fuerzas internas y externas respectivamente que actian
sobre la particula.

Sean S1(0O1,x1,y1,21) un sistema de referencia galileano, S(O,z,y,z) un
sistema de ejes paralelos a los de S, y So un sistema de particulas. Se obtienen
las siguientes ecuaciones:

cantidad de movimiento Z F., = ma$)
i
L — dHo
momento cinético ZOMi x Fe, = 7 + mo§ x vS
i

donde

= m= Z m; es la masa total del sistema de particulas

K2

— —
= G es el centro de masas del sistema de particulas (mOG = ZWM:OMi)

?
? M; o .
= Hp = ZOMi X My’ es el momento cinético absoluto del sistema de
i
particulas respecto del punto O

En la ecuacién del momento cinético, el dltimo término mwv§; x v§) se anula
si O es fijo (v§), = 0), 0 si O coincide en todo momento con G (O = G), o si las
velocidades de O y G son paralelas en todo momento.



6.2. Dinamica del sélido rigido

Para un sélido rigido So, el momento cinético relativo respecto del punto O
es
ho = Iowa

donde I es el tensor de inercia del sélido respecto del punto O, luego el mo-
mento cinético absoluto respecto del punto O es

poYe o poYe o
Ho = ho +mOG x Vg1 = Iowso +mOG % Vo1

6.2.1. Dindmica del sélido rigido libre

— —

Para el sélido rigido libre se toma O = G. Si r; es el vector OM; = GM;

para cada punto M; del sélido, I es el tensor de inercia del sélido respecto del

punto G, y w es la velocidad angular del sélido respecto de ejes absolutos, las
ecuaciones del movimiento son

Z F., = ma®
i

d
Zri x F., = 7 (Igw)

Si se expresa la velocidad absoluta de G en ejes relativos ligados al sélido
€como vgf, y se desarrolla la derivada de la segunda ecuacién en ejes relativos
d _
para que sea 7 Ig = o, queda

o G
S Fn = (% o)

Zfri XF., =Iqw+wx (Igw)

?

El tensor de inercia es

Iwz _Ja:y _sz J’Lj’[[ + Jzz _Jwy _Jza:
I= _me Iyy _Jyz = _Jwy Joz + o _Jyz
_Jzac _Jyz Izz _sz _Jyz Ja:ac + Jyy
donde
Jag = /aﬂdm

10



7. Transformaciones y sistemas de referencia

7.1. Representacién de giros por medio de cuaterniones

Definicién de cuaternion:

G=1{m,&n,C=p+&i+nj+Ck

donde i, j y k son unidades imaginarias independientes tales que ijk = —1.

Los cuaterniones que representan giros tienen norma unidad: p? + &2 +n? +
¢? = 1. El cuaternién que representa un giro de dngulo 6 alrededor del vector
unitario u = (a, b, ¢) es

0 0 0 0
G(u,0) = < cos —,asin =, bsin —, csin —
2 2 2 2

co 4 u si 0
= 5 — n —
DX 2

Un vector v rotado por un cuaternién G es G-v-G~*, donde para las operacio-
nes con cuaterniones se pone v como {0, v}. Si se rota este vector ya rotado por
otro cuaternién  se obtiene p-g-v-§ ' -p !, por lo que el giro de § seguido del
giro de p corresponde al cuaternion p- q, siempre que ambos giros se expresen en
los ejes originales sin girar. Si el segundo giro p se expresa en los ejes girados
(es decir, los ejes originales girados por §), el cuaternién resultante es ¢ - p.

La matriz de giro que representa el mismo giro que un cuaterniéon ¢ =

{m,&m, ¢} es

P4+ & —n? = ¢? 2(&n — Q) 2 (£C + pm)
M = 2 (En+ Q) p? =& +n? -2 2 (n¢ — pé)
2(£¢ — pn) 2 (nC + pg) pr = —n?+¢?

11



8. Mecanica de vuelo

8.1. Sistemas de referencia
8.1.1. Angulos de Euler y matrices de giro

Los dngulos de Euler (1, 8, ¢) definen tres rotaciones sucesivas que convierten
un sistema de referencia en otro. Las rotaciones son sucesivamente:

1. rotacién ¢ (guinada) alrededor del eje z original
2. rotacién @ (asiento) alrededor del eje y girado
3. rotacién ¢ (balance) alrededor del eje x girado
o bien, aplicando las rotaciones alrededor de los ejes originales:
1. rotacién ¢ (balance) alrededor del eje x original
2. rotacién 6 (asiento) alrededor del eje y original (sin girar)
3. rotacién ¢ (guiniada) alrededor del eje z original (sin girar)
La transformacion inversa se obtiene por medio de las siguientes rotaciones:
1. rotacién —¢ alrededor del eje x original
2. rotacién —@ alrededor del eje y girado
3. rotaciéon — alrededor del eje z girado

La matriz (,Ljp) transforma el sistema de referencia a en el b; esto es

ib = (aLb) ia
jb = (aLb)ja
kb = (aLb) ka

Se pueden convertir coordenadas de un sistema a otro por medio de

v® = (,Lyp) o’

donde v® son las coordenadas del vector v en el sistema de referencia a, y v°

son las coordenadas del mismo vector v en el sistema de referencia b.

La matriz (,Lp) que representa el giro de a a b definido por los dngulos
de Euler (v,0, ), y que convierte coordenadas en el sistema de referencia b al
sistema de referencia a, es

(aLp) = (Ly) (Lo) (Ly)

cosy —siny 0 cos# 0 sinf 1 0 0
= |siny cosyy O 0 1 0 0 cos¢p —sing
0 0 1 —sinf 0 cosf 0 sing cos¢

cosfcostyy singsinfcosty — cos¢psiny  cos ¢ sin b cos + sin ¢ sin i
= | cosfsinty sin¢gsinfsiny + cos¢cosyy cos ¢ sin b sin Y — sin ¢ cos Y
—sinf sin ¢ cos 6 cos ¢ cos 0

12



8.1.2. Sistemas horizonte local, cuerpo y viento

= horizonte local (h): xy, e yp, horizontales, en la posicién del avién, z;, hacia
abajo

= cuerpo (b): zp ¥ 2p en el plano de simetria del avién, x;, hacia delante, z,
hacia abajo (en el avién), y;, hacia la derecha

= viento (w): x,, segin la velocidad aerodindmica, z,, en el plano de simetria
del avién y perpendicular a x,, hacia abajo (en el avién), y,, formando
triedro a derechas

8.1.3. Angulos de Euler para cambios entre sistemas de referencia

matriz dngulos de Euler (v,6,¢)

(nLy) P € [—m, 4] fe [—g,—&-g] ¢ € [—m, +m7]
(hLw) X € [-7, +7] ye[-2,42] pe[-m +7]

(wLp) | =B € [—g,—i-g] a € [—m, +] 0

La transformacién correspondiente a (,L,,) se obtiene como inversa de la (,, Ly),
es decir como una rotacién —a alrededor del eje y seguida de una rotacién [
alrededor del eje z girado. Esto asegura que el eje z,, se quede en el plano (xy, zp).

8.1.4. Angulos de Euler y velocidad angular

Sean w = (p,q,r) la velocidad angular del sistema de referencia cuerpo
respecto del sistema de referencia horizonte local, expresada en ejes cuerpo,
y (1,0, ¢) los dngulos de Euler de (5, Ly). Se pueden relacionar (p, q,7) y (¢, 0, ¢)
por medio de:

p=¢—1sinb ¢ =p+ (gsing +rcos¢)tand
q = 6 cos ¢+ 1) cosfsin ¢  =qcos¢ —rsing
. . . 1
r =1 cosfcos¢p — Osin¢ = ——(gsin¢ + rcos @)
cos 6

13



9. Motores de turbina

9.1. Férmulas generales

El subindice “t” significa “total” o “de remanso”.
La entalpia es
h=c,T

donde T es la temperatura, y ¢, es la capacidad de calor (—FIXME— ;cémo
se llama ¢, de verdad?—). La entalpia total es
V2
e=ht oy
donde V es la velocidad del fluido.
En un proceso isentrépico, se mantiene la cantidad

y—1

(p) ™

T

donde p es la presion. O sea, si un proceso isentropico transforma el estado «

en (3,

-1
(Pﬁt) T _ T
Pat Tat

Las eficiencias 1 de elementos que inyectan o extraen trabajo mecanico en
el aire se miden como el conciente entre el incremento de entalpia total real y
el que habria conseguido la misma relaciéon de presiones totales, o al revés, de
manera que salga 17 < 1 en general. O sea, para compresores,

y—1

(Pﬁt) Ty
_ Pat
frome T
Tat
y para turbinas,
v,
Tlturb = at T—1

2
Pat
En otros elementos se definen las eficiencias como un factor sobre la magnitud
util obtenida o sobre un cociente que idealmente deberia valer 1 pero en realidad
es menor que 1.

La potencia en elementos que inyectan o extraen energia es (—FIXME—
verificar férmula; dudo de la coherencia dimensional—)

En un proceso que transforma el estado « en 3, la relacién de compresién es
(—FIXME— corregir el simbolo —)
pst

Vaﬁ =
at

14



9.2. Anatomia de un motor de turbina

entrada  comp comb turb postcomb salida

<
<

[ P
—_ - - - =
[ J——
- ----

9.3. Estudio por elementos
9.3.1. Infinito (0 y 9)
To =Ty Po = Py
9.3.2. Del infinito a la entrada (0 — 1)
T
2 P _
To, Pot
9.3.3. Entrada (1 — 2)
Ty P2t
Ty D1t 2=
9.3.4. Compresor (2 — 3)
a1
() -
% =13 > 1 pz%j?)t_l =13 < 1 Wcomp = —Cp (T3t - T2t)
Ty
9.3.5. Céamara de combustién (3 — 4)
Pat
— =3 <1 CpT41; = CpTSt + Weomb
D3t

15



9.3.6. Turbina (4 — 5)

Tk 1
D5t E B
— =5 <1 ————— =m5 <1 Wiarb = —¢p (Tse — Tiat)

P4t (1)51:) v B 1
P4t
9.3.7. Salida (5 —8)

7,
Tk

Con salida subsénica o sénica (siempre es asi a no ser que la tobera sea
supersonica, o sea que se cierre y luego se abra),

=1

Ps = P9 = Po

16



10. Laplace
10.1. Definiciones
Transformada de Laplace:

CIf(t)] = F(s) = / T f(t)et di

Transformada inversa:

c+oo
F(t) = L1 [F(s)] 1/ F(s)e ds

B 277—.7 —joo

donde ¢ es mayor que la parte real de todas las singularidades de F(s).

10.2. Propiedades

F(s) f(t)
superposition aF(s) + BG(s) af(t) + Bg(t)
time delay (A > 0) F(s)e=s fE=X)
time scaling T‘1‘|F (2) f(at)
shift in frequency F(s+a) e f(t)
differentiation sF(s) — f(0) f'(@®)
integration %F(S) Jf(©)d¢

t
convolution F(s)G(s) f&—71)g(r)dr
0
1 c+joo
time product — F(Q)G(s—¢)d¢  f(t)g(t)
27T.7 c—joo
initial value Jim sF(s) f(0T)
final value llg(l) sF(s) f(+00)
multiplication by time —%F(s) tf(t)

17



10.3. Tablas de transformadas
F(s) f(t),t>0
1 5(t)
1
— 1(¢t
: (v
1
? t
2! )
873 t
3!
= 3
o4
m! m
8m+1 t
1
efat
s+a
1
5 te—at
(s+a)
1 1
3 jt2€_at
(s+a) 2!
1 1
tm—l —at
sta™ (m-1nr °
a
1— —at
s(s+a) ¢
2
a
t—(1—e
s2(s+a) at = (1—e™*)

18



F(s) F(#). >0
(b—a) e—at _ o—bt
(s+a)(s+0b)
S
it a) (1 —at)e
2
a
m 1 — (1 =+ at) eiat
(b—a)s —bt —at
Gta) D) be™" —ae
a .
m sin at
S
m cosat
b —at o3
m (& sin bt
s+ a _a
m e t cos bt
a® + b?

s((s+a)® +b2)

1

s(s+a)(s+b)

1—e 9 (cos bt + % sin bt)

1 efat efbt
@b T ala=b " bh-a)
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11. Analisis dimensional

Las dimensiones fundamentales son

M masa (m)
L longitud (kg)
7 tiempo (s)

0 temperatura (K)

Una relacion de la forma

U1 :f{'UQ,’Ug,...,'Un}

se convierte a la forma

Hl = f {H27H37 o 7Hn7r}
con r dependencias menos, por el siguiente procedimiento:

1. se prepara una lista de las dimensiones de las n variables fisicas, como com-
binaciones de las dimensiones fundamentales (M, £, T, 0); se determina el
nimero d de dimensiones fundamentales que aparecen en la lista

2. se selecciona de entre las variables independientes (vs, ..., v,) un nimero
r de variables que contengan las d dimensiones fundamentales pero que no
puedan formar una magnitud adimensional por combinacién; r se busca
tan grande como sea posible, teniendo en cuenta que siempre es r < d
(generalmente se llega a r = d); supéngase que las variables independientes
seleccionadas son (Vp—pi1,---,0n)

3. para cada variable v; de entre (vi,...,v,_,) se forma una magnitud adi-
mensional II; multiplicando v; por una combinacién de las r variables
independientes seleccionadas en el paso anterior

4. se puede poner la relacién original como II; en funcién de las (va, ..., v,);
como II; es adimensional, también lo son la funcién y sus argumentos,
asi que queda IT; como funcién de las (Ilo, . .., I,,_,.)

La eleccién de las r variables independientes no es unica (pero determina
completamente las adimensionalizaciones posteriores), luego las variables adi-
mensionalizadas (ITy,...,II,_,) no son unicas. Se pueden sustituir las depen-
dencias en las variables adimensionalizadas por dependencias en combinaciones
entre ellas, siempre que los argumentos sigan siendo independientes entre si. Por
ejemplo, se puede sustituir una dependencia en (II;,II3) por una dependencia

en (H1 (H2)2 sV Hg) .
Todas estas manipulaciones se simplifican utilizando algebra lineal sobre los

exponentes de cada dimensién fundamental en la expresién de las dimensiones
de las variables.

20



11.1. Tabla de dimensiones

magnitud  dimensién  unidades
masa M! kg
longitud Lt m
tiempo T! S
temperatura ot K
drea M? m?
volumen M3 m3
angulo 1 rad
frecuencia 71 Hz
velocidad L7 m-s!
aceleracion LiT72 m-s?2
velocidad angular 71 rad -s7!
aceleracion angular T2 rad - s72
momento de inercia Mic? kg - m?
densidad MiL=3 kg -m™3
presion MIL7IT=2 Pa
gasto masico MiTL kg -s7!
gasto volumétrico L3771 m?3 . g1
fuerza MILT-2 N
momento  M'L2772 N-m
trabajo MYL27-2 N-.m
potencia M!'L2T3 W
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11.2. Tabla de parametros adimensionales

nombre simbolo definicién féormula
velocidad del flujo %
Mach M velocidad del sonido  a
fuerza de inercia pL3V/(L/V) pVL
Ri 1d R =
eyneles ¢ fuerza viscosa w(V/L) L? ]
. . 3 2
Froude P fuerza de inercia pL3V/(L/V) _v:
fuerza de gravedad pL3g gL

Las magnitudes dimensionales caracteristicas que se usan para definir los
parametros adimensionales son:

simbolo  magnitud
V' velocidad
L longitud
p densidad
g

a

1

aceleracién gravitatoria
velocidad del sonido
coeficiente de viscosidad
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